
ИЗВЕСТИЯ РАН. ФИЗИКА АТМОСФЕРЫ И ОКЕАНА, 2015, том 51, № 1, с. 103–112

103

ВВЕДЕНИЕ

В последние десятилетия в прибрежной зоне
очень часто наблюдалась смена полярности уеди�
ненной внутренней волны – солитона. Это явле�
ние наблюдалось в восточной части Средиземно�
го моря [1], на северо�западном шельфе Австра�
лии [2], в Южно�Китайском море во время
эксперимента ASIAEX [3–11], в заливе Нью�
Джерси [12, 13] в заливе святого Лаврентия [14],
на шельфе Камчатки [15] и других акваториях.
Оно обусловлено сменой знака квадратичной не�
линейности внутренней волны вследствие как пе�
ременной по горизонтали плотностной стратифи�
кации жидкости, так и уменьшающейся глубины
при распространении волны к берегу. Изменение
знака солитона неоднократно моделировалось в
рамках нелинейных эволюционных уравнений ти�
па Кортевега–де Вриза и его обобщений для раз�
личных регионов Мирового океана [2, 5, 16–18].
Численное моделирование в рамках уравнений
Эйлера также подтверждает смену полярности
солитона, например, в Андаманском море [19], в
озере Констанс [20], и хорошо описывает наблю�
дения в заливе святого Лаврентия [14]. 

Вне зоны смены знака квадратичной нелиней�
ности адиабатическая трансформация солитона

внутренней волны в теории рассматривается
обычно, когда параметры океана меняются на�
столько плавно, что солитон в каждый момент со�
храняет свою форму, а меняется только его ам�
плитуда и длина. Перестройка солитона внутрен�
ней волны на различных шельфах Мирового
океана изучается в рамках уравнения Гарднера в
работах [17, 18, 21–23], позволяя найти связь ам�
плитуды солитона с локальными параметрами
среды. Расчеты показывают, что адиабатическая
трансформация солитона может происходить на
значительных участках шельфа, где нелиней�
ность не меняет знак, а изменение параметров
среды достаточно плавное [17, 18]. Численное ин�
тегрирование нелинейных уравнений Эйлера для
внутренних волн на шельфе Орегона в рамках
эксперимента CODE также дает пример адиаба�
тического распространения солитона [24]. 

Подробный анализ процесса смены полярно�
сти солитона при изменении только знака квад�
ратичной нелинейности был сделан в работах [21,
22, 25, 26], а при изменении только кубической
нелинейности – в работе [27]. В этих работах хо�
рошо показана область, где вследствие смены
знака нелинейности солитон теряет свою форму,
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и дальнейшая трансформация идет не по адиаба�
тической теории.

Однако плавность изменения параметров сре�
ды и удаленность от точек смены знака нелиней�
ности являются необходимыми, но не достаточ�
ными условиями адиабатического распростране�
ния солитонов. В настоящей работе проводится
детальное исследование процесса трансформации
солитона внутренней волны в двухслойном океане с
линейно плавно изменяющейся глубиной. Анали�
тические результаты, полученные в рамках асимп�
тотической теории, сопоставляются с полученными
численно в рамках уравнения Гарднера и уравнений
Эйлера. Целью этого анализа является выяснение
диапазона применимости асимптотической модели
и определение дополнительных условий адиабати�
ческой трансформации солитона. Теория адиабати�
ческой трансформации солитона в неоднородном
океане описана в разделе 1. Данные численных рас�
четов приведены в разделе 2. Полученные результа�
ты суммированы в Заключении. Численные модели
представлены в Приложении.

1. УРАВНЕНИЕ ГАРДНЕРА 
В ГОРИЗОНТАЛЬНО� 

НЕОДНОРОДНОЙ СРЕДЕ, 
АДИАБАТИЧЕСКОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ

Динамика длинных нелинейных внутренних
волн умеренной амплитуды в двухслойном океа�
не переменной глубины описывается обобщен�
ным уравнением Гарднера [2, 16, 28]

(1)

Это уравнение написано для модифицирован�
ного смещения границы раздела слоев

где η есть смещение границы раздела. Входящие
сюда параметры задаются аналитическими выра�
жениями
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постоянную толщину h1, а глубина нижнего слоя
переменная, h2(x), Δρ/ρ – скачок плотности на
границе раздела, g – гравитационное ускорение.

Как легко видеть, коэффициент квадратичной
нелинейности α меняет знак в точке, где толщи�
ны слоев становятся одинаковыми, а коэффици�
ент кубической нелинейности α1 всегда отрица�
тельный. Отметим, что уравнение Гарднера (1) с
переменными коэффициентами не является ин�
тегрируемым, но имеет два важных интеграла со�
хранения:

потока массы 

(2)

и потока энергии 

(3)

В случае, когда глубина океана меняется мед�
ленно, то в первом приближении солитон описы�
вается выражением 

(4)

где параметры A, B, κ и γ связаны между собой

(5)

Амплитуда солитона а есть

(6)

Форма солитона (4) зависит только от одного пара�
метра (амплитуды): при малых амплитудах форма
солитона близка к форме солитона уравнения Кор�
тевега–де Вриза, а при больших амплитудах (B → 0)
солитон стремится к предельному, так называемому
“толстому” солитону, амплитуда которого есть

(7)

Здесь параметры солитона зависят от локаль�
ной глубины бассейна, а его амплитуда произ�
вольна. Изменение амплитуды солитона с глуби�
ной можно найти аналитически, используя закон
сохранения потока энергии (3) [17, 29].
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откуда получаем следующее трансцендентное урав�
нение относительно параметра B(x), непосред�
ственно связанного с амплитудой волны (6):

(8)

Отсюда можно найти значение амплитуды соли�
тона в любой точке x. Следует отметить, что ши�
рина солитона γ (5) для уравнения Кортевега–
де Вриза (малые амплитуды) стремится к беско�
нечности при стремлении амплитуды к нулю. С
ростом амплитуды солитон становится более
“гарднеровским”, и его ширина сначала падает, а
потом растет и стремится также к бесконечности
при стремлении амплитуды толстого солитона к
предельной амплитуде (13). Уже отсюда ясно, что
в предельных случаях малой и большой амплиту�
ды, когда ширина солитона велика, асимптотиче�
ская теория не должна работать. Условием асимп�
тотической теории является малость ширины со�
литона (на самом деле длины нелинейности) по
сравнению с характерным изменением глубины.

Для построения конкретных зависимостей рас�
смотрим трансформацию длинных уединенных
внутренних волн умеренной амплитуды в конкрет�
ном численном лотке с двухслойной стратифика�
цией и пологим дном (рис. 1). Длина наклонной
части лотка 57 км, полная глубина бассейна меня�
ется от H0 = 100 м до H1 = 43 м, уклон дна k = 0.001,
граница раздела двухслойной жидкости (пикно�
клин) находится на глубине h1 = 30 м от поверхно�
сти. Перепад плотности Δρ/ρ составляет 0.01. Точ�
кой переворота является точка, где коэффициент
квадратичной нелинейности обращается в ноль (на
расстоянии 40 км, где полная глубина равна 60 м).
На больших глубинах коэффициент квадратич�
ной нелинейности отрицателен, а на малых – по�
ложителен. 

Зависимость коэффициентов уравнения (1) от
координаты x представлена на рис. 2. Все коэффи�
циенты меняются достаточно плавно и монотонно.
Зависимость ширины солитона уравнения Гарднера
от его амплитуды показана на рис. 3. Точками пока�
заны соотношения длины и амплитуды солитонов,
динамика которых моделируется в настоящей рабо�
те. Для выбранных солитонов (a = 3.3 м, λ = 403.2 м;
a = 7.3 м, λ = 311.2 м; a = 9.7 м, λ = 298.6 м; a =
= 12.9 м, λ = 309.2 м; a =17.5 м, λ = 453.6 м) в рам�
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Рис. 1. Схема задачи.
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ках адиабатической теории (8) построено семей�
ство кривых, описывающих зависимость безраз�
мерной амплитуды a/a0 (отношение амплитуды
перестраивающегося солитона в точке x к ампли�
туде первоначального солитона) от расстояния x
до точки переворота (рис. 4).

Следует отметить, что длины выбранных на�
чальных солитонов составляют не более одного
процента от расстояния до точки переворота, т.е.
адиабатическая теория в принципе может быть
применима. 

Как уже отмечалось в работе [22], где рассмат�
ривалось изменение только коэффициента квад�
ратичной нелинейности с расстоянием, в рамках
адиабатической теории амплитуда солитона, близ�
кого к предельному, падает с расстоянием практи�
чески по линейному закону, а солитон все время
остается предельным. Подобное поведение ампли�
туды предельного солитона наблюдается и в том
случае, когда по мере распространения солитона
меняются все коэффициенты уравнения Гарднера
(кривая 5 на рис. 4).

Солитоны с малой начальной амплитудой
(кривые 1–2 на рис. 4) сначала ведут себя как со�
литоны Кортевега–де Вриза, но с уменьшением
глубины их форма приближается к предельной, и
далее падение амплитуды продолжается по ли�
нейному закону. Безусловно, с приближением к
точке нулевой нелинейности ширина солитона в
адиабатической теории растет неограниченно, и,

начиная с какого�то момента, адиабатическая
теория в принципе неприменима.

Качественно изменение амплитуды солитона в
рамках адиабатической теории в ситуации, когда
меняются все параметры модельного уравнения
(1), очень похоже на изменение амплитуды, когда
меняется только параметр квадратичной нели�
нейности [22]. Следует отметить, что именно па�
раметр квадратичной нелинейности определяет
поведение солитона при подходе к точке перево�
рота.

Далее пределы применения адиабатической
теории оцениваются на основе сравнения с резуль�
татами численного моделирования распростране�
ния солитона как в рамках асимптотического урав�
нения Гарднера, так и в рамках уравнений Эйлера. 

2. РЕЗУЛЬТАТЫ 
ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

Численное моделирование проводилось для
условий, описанных выше. При задании в рамках
уравнений Эйлера начальных солитоноподобных
импульсов (солитоны уравнения Гарднера) на�
клонное дно сшивалось с ровным участком дна,
на котором и задавался начальный импульс. На�
чальные амплитуды солитоноподобных импуль�
сов также выбирались в соответствии с указанны�
ми выше (–3.3 м, –7.3 м, –9.7 м, –12.9 м, –17.5 м).
Самая большая ширина начального импульса со�
ставила около 453.6 м, что много меньше масшта�
ба неоднородности среды (1.1% от расстояния до
точки переворота). Моделирование трансформа�
ции солитонов делалось также в рамках числен�
ной модели, основанной на уравнении Гарднера.
На рис. 5 приведены результаты моделирования
солитонов с начальными амплитудами –3.3 м,
⎯9.7 м и –17.5 м (в рамках обеих моделей. Здесь
сплошной линией показана трансформация на�
чального солитона, рассчитанного на основе
уравнения Гарднера, а пунктирной линией – та
же трансформация в полнонелинейной модели
Эйлера. В уравнении Гарднера (1) координата x
является эволюционной переменной и импульс,
рассчитанный по эволюционной модели, пока�
зан на временной оси, расположенной сверху, в
точках x, значения которых указаны на оси x вни�
зу. В полнонелинейной модели в тех же самых
точках x выводится временная запись волны, ко�
торая также приведена на рисунке. Для наглядно�
сти толстой сплошной линией показано положе�
ние дна относительно оси x.

Во всех трех случаях волна в модели Гарднера
движется быстрее, чем в полнонелинейной моде�
ли, что отмечалось также в работах [30, 31]. 
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Чем выше амплитуда начального солитона,
тем раньше он теряет солитонную форму, генери�
руя положительную “полочку” до точки перево�
рота (40 км) в рамках обеих численных моделей.
Эта полочка имеет большую высоту в модели
Гарднера, чем в полнонелинейной модели.

Изначально толстый солитон с амплитудой
17.5 м практически сразу, через 5 км, генерирует
заметную полочку и теряет солитонную форму.
После точки переворота (40 км) начинается гене�
рация вторичных солитонов положительной по�
лярности, которая происходит тем быстрее, чем
выше амплитуда начального солитона. Из на�
чального толстого солитона (рис. 5в) вторичный
положительный солитон также становится тол�
стым, что отмечалось уже в работе [22]. Число
вторичных солитонов в модели Гарднера выше,
чем в полнонелинейной модели во всех случаях.
Также во всех случаях амплитуда отрицательной
части импульса выше в полнонелинейной моде�
ли, а амплитуда вторичных солитонов выше в мо�
дели Гарднера.

Сравнение изменений амплитуд солитонов
для аналитической и численных моделей приве�
дено на рис. 6. Распространение солитона с наи�
меньшей амплитудой, равной 3.3 м (рис. 6а), опи�
сывается адиабатической теорией на протяжении
первых 20 км, т.е. до половины расстояния до точ�
ки переворота. На больших расстояниях волна
перестает быть солитоном, что видно и на рис. 5,
где после 20 км заметна положительная полочка
за солитоном. Кривые, соответствующие анали�
тической и обеим численным моделям расходят�
ся, но обе численные модели показывают отлич�
ное совпадение между собой. 

Солитон с начальной амплитудой 7.3 м имеет
меньшую ширину, чем солитон с амплитудой 3.3 м
(см. рис. 3) и также распространяется адиабатиче�
ски на расстояние уже 15 км (рис. 6б), т.е. только
треть пути до точки переворота. После этого кри�
вые расходятся, но, как и в первом случае, обе
численные модели дают очень хорошее совпаде�
ние в зависимостях амплитуды волны от расстоя�
ния до точки переворота. Можно утверждать, что
сценарий изменения импульса в этом случае уме�
ренной амплитуды, реализуемый в полнонели�
нейной модели, очень хорошо описывается при�
ближенной моделью Гарднера, что отмечалось
ранее в работах [30–32]. 

Солитон с начальной амплитудой 9.7 м (рис. 6в)
наиболее узкий в данной конфигурации. Каза�
лось бы, что более узкий импульс должен распро�
страняться адиабатически на более далекие рас�
стояния, однако по результатам моделирования
он распространяется адиабатически на еще мень�

шее расстояние, только 12–13 км. При этом фор�
ма импульса сильно отличается от солитонной.
(рис. 5в). Численные модели здесь начинают су�
щественно расходиться, начиная с расстояния
20 км, причем амплитуда волны в полнонелиней�
ной модели превышает амплитуду волны в модели
Гарднера в соответствующих точках. Следует отме�
тить, что расхождение между моделями составляет
5–7%, и к точке переворота кривые опять сходятся.

Солитон с начальной амплитудой 12.9 м (рис. 6г)
адиабатически проходит только 5 км. Через 7–8 км
численные модели начинают расходиться, и, как
в предыдущем случае, модель Гарднера дает мень�
шие значения амплитуды отрицательной части
волны в соответствующих точках, чем полноне�
линейная модель. Расхождение между моделями
составляет не более 7%, и к точке переворота кри�
вые опять практически сходятся.

Наконец, солитон с начальной амплитудой
17.5 м уже в начале пути по конфигурации отли�
чается от солитона и практически сразу, через
5 километров, “сходит” с адиабатического рас�
пространения (рис. 6д). Еще через 5 километров
начинают расходиться и численные кривые, ко�
торые снова совпадают в точке переворота, как и
в предыдущем случае. 

Итак, даже вдали от точек переворота, где ко�
эффициент квадратичной нелинейности меняет
знак, и при достаточно плавном изменении глу�
бины адиабатическое распространение солитона
имеет место в весьма ограниченной области, раз�
мер которой резко падает с приближением фор�
мы солитона к толстому солитону. Это объясня�
ется тем, что в солитоне Гарднера присутствуют
два характерных масштаба – масштаб “кинков”,
представляющих передний и задний фронт соли�
тона, и собственно ширина самого солитона, т.е.
расстояние между кинками. Динамика толстых
солитонов с точки зрения теории кинков подроб�
но рассмотрена в [33–35]. В плавно неоднород�
ной среде солитон может существовать как еди�
ное целое и быть описан одной формулой, если
расстояние между кинками стремится к нулю и их
скорость одинакова. В этом случае солитон доста�
точно далек от толстого солитона. С ростом ам�
плитуды солитон в неоднородной среде перестает
быть единым целым, и его трансформация есть
трансформация каждого кинка в отдельности.
Этот процесс хорошо показан в работе [27]. В
этом случае адиабатическая теория трансфор�
мации солитона как единого импульса не при�
менима. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в рамках трех моделей – адиа�
батической, модели Гарднера и полнонелиней�
ной модели проведено сравнение трансформации
солитонов внутренних волн различных амплитуд
в бассейне с наклонным дном и двухслойной
стратификацией. Найдено, что адиабатическое
распространение солитона имеет место в ограни�
ченной области. Чем выше амплитуда начального
солитона, тем быстрее он теряет солитонную
форму, генерируя за собой “полочку” противо�
положной полярности. С приближением ам�
плитуды к предельной, солитон в неоднород�
ной среде перестает быть единым образовани�
ем, и его фронты (кинки) имеют собственную
динамику. В этом случае адиабатическая теории
становится неприменимой, и импульс теряет
форму солитона.

Представленные результаты получены в рам�
ках реализации ФЦП “Научные и научно�педаго�
гические кадры инновационной России” на
2009–2013 гг. (№ 14.B37.21.0611), грантов РФФИ
(№№ 12�05�00472, 13�05�90424_Укр_ф_а, 13�05�
97037_Р_Поволжье), а также проекта Научного
фонда НИУ ВШЭ № 12�01�0103.

ПРИЛОЖЕНИЕ

ПОЛНОНЕЛИНЕЙНАЯ МОДЕЛЬ

Система полных уравнений Эйлера, описыва�
ющих движение невязкой несжимаемой страти�
фицированной жидкости в вертикальной плоско�
сти в приближении Буссинеска, решается чис�
ленно:

 

Система решается в пространстве размерности
2D, т.е. все физические величины являются функ�
циями x, z и t. Здесь U = (u, w) – вектор скорости,
u – скорость вдоль горизонтальной оси x, w – ско�
рость вдоль вертикальной оси z, t – время, ρf –
плотность морской воды, ρ0 – постоянная харак�
терная плотность (в приближении Буссинеска:
ρf = ρ0(1 + ρ)), ρ – безразмерная поправка плот�
ности, g – гравитационное ускорение. 

Пространственная расчетная область имеет
горизонтальный размер L и вертикальный размер
H. Дно описывается функцией z = h(x), и H – мак�
симальная глубина бассейна. Правая и левая грани�
цы являются открытыми. На поверхности океана

,

0,

0,

t

t

p g+ ∇ = − − ρ

ρ + ∇ρ =

∇ =

∇U U U k

U

U

0

0

.fρ − ρ
ρ =

ρ

используется приближение “твердой крышки”
w = 0 при z = 0. Граничное условие на дне ставится
как условие непротекания  = 0 при z = –H, где

 – скорость по нормали к поверхности. Проце�
дура численного решения системы основана на
неявной предиктор�корректорной двухшаговой
конечно�разностной схеме. 

Инициализация поля плотности в начальный
момент времени осуществляется в соответствии
со следующим выражением:

где ρmean(z) = –0.005tanh  η(x, z, t = 0) =

= F(x)Φ(z),  z* – глубина залегания пикноклина,
Φ(z) – решение краевой задачи для вертикальной
структуры моды. Горизонтальное возмущение
F(x) задавалось как солитон уравнения Гарднера
(4) с нужными параметрами. Горизонтальная и
вертикальная составляющие скорости задавались
в виде:

Также задается топография дна h(x) = 0.001x. Па�
раметры модели: шаг по вертикали 1 м, по гори�
зонтали 28 м, временной шаг составляет 2 с. Для
модели с выбранными параметрами выполняется
критерий Куранта–Фридрихса–Леви.

Исследование нелинейной динамики в рамках
уравнения Гарднера (1) проведено с помощью чис�
ленного интегрирования на основе неявной псев�
доспектральной схемы [36] с контролем сохранения
интегралов массы (2) и энергии (3), неоднократно
использовавшейся авторами для решения сходных
задач [29, 37–42]. Пространственный интервал вы�
бирался исходя из предполагаемой скорости возму�
щений и времени эволюции и при необходимости
расширялся. Численная схема тестировалась на
точных солитонных решениях уравнения Гардне�
ра с постоянными коэффициентами, кроме того,
проводилось сопоставление результатов с анало�
гичными, полученными при удвоенном числе
разрешающих точек.
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Abstract—The propagation of internal solitons of moderate amplitude in a two�layer ocean of variable depth
is studied in terms of the Gardner and Euler equations. An analytical solution is obtained with the use of
asymptotic expansions on a small parameter (bottom slope). The theoretical results are compared with the
numerical modeling results. The possibility of soliton shape preservation during pulse propagation is discussed.
It is obtained that, as the initial amplitude increases, the pulse deviates from the soliton shape more rapidly.
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