
710

FUNDAMENTAL RESEARCH    №11, 2012

PHYSICAL AND MATHEMATICAL SCIENCES
УДК 551.466
ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ УЕДИНЕННЫХ ВОЛН БОЛЬШОЙ АМПЛИТУДЫ 

В МЕЛКОВОДНОМ БАССЕЙНЕ
1,2Родин А.А., 1,2Диденкулова И.И., 1,3Пелиновский Е.Н.

1Нижегородский государственный технический университет, Нижний Новгород;
2Институт кибернетики, Таллинский технологический университет, Таллин;
3Национальный исследовательский университет – Высшая школа экономики, 

Нижний Новгород, e-mail: pelinovsky@gmail.com

В данной статье проведено исследование процесса взаимодействия и трансформации двух уединенных 
волн (импульсов) различной амплитуды на поверхности жидкости конечной глубины в приближении мел-
кой воды. Такое взаимодействие, в частности, между падающей и отраженной волнами часто наблюдается 
в прибрежной зоне моря при подходе волн к крутому береговому склону. Рассмотрено взаимодействие как 
римановых, так и ударных волн положительной полярности и обсуждены основные особенности взаимо-
действия волн разных типов. Основные результаты получены в рамках гиперболической системы, описыва-
ющей уравнения нелинейной теории мелкой воды. Рассчитаны максимумы смещения водной поверхности 
в момент взаимодействия ударных волн. При малых амплитудах рассчитанные величины хорошо описыва-
ются результатами аналитической теории для взаимодействующих римановых волн. В случае обрушения из-
за диссипации энергии на фронте ударных волн толщина потока становится меньшей, чем предсказывается 
теорией для римановых волн и полностью развитого бора.
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Interaction of large-amplitude solitary waves in shallow-water basin. A.A. Rodin, I.I. Didenkulova, 
E.N. Pelinovsky. In this paper the process of transformation and interaction of two solitary waves (impulses) in the 
fl uid of fi nite depth is studied in the framework of nonlinear shallow water theory. Such interaction between incident 
and refl ected waves is often observed in the coastal region, if the wave approaches the steep coast. Interaction of 
Riemann and shock waves of positive polarities is considered and percularities of wave interaction for different 
waves are discussed. The main results are obtained within the hyperbolic system describing nonlinear shallow 
water equations. Maxima of water surface elevations at the moment of wave interactions are calculated. For small-
amplitude waves, they are also well-described analytically by the theory of Riemann wave interaction. In the case of 
the wave breaking, due to the energy dissipation at the front of the shock wave, the fl ow depth becomes smaller than 
it is predicted by the theory of the Riemann wave interaction and a fully-developed bore.
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Процесс нелинейной трансформации 
гравитационной поверхностной волны 
на мелкой воде рассматривается в рабо-
тах многих авторов [1–3, 6–8, 10–11, 14]. 
Этот процесс, приводящий к опрокидыва-
нию волны и последующему образованию 
ударной волны (бора), часто наблюдается 
в прибрежной зоне моря и при вхождении 
приливной волны в устье реки [4, 13]. Ди-
намика самой обрушенной волны изучена 
меньше. Аналитические результаты извест-
ны для развитого бора, в котором скорости 
течения по обе стороны от скачка стремятся 
к константам [1, 8, 10]. Часто при подходе 
волн к крутому береговому склону имеет 
место взаимодействие падающей и отра-
женной волн, которое еще не рассматрива-
лось в литературе. Именно эта проблема из-
учается в данной статье. 

Математическая модель
Гиперболическая система уравнений 

нелинейной теории мелкой воды имеет вид 
[1, 8, 10]

  (1)

где H(x, t) = h + (x, t) – полная глубина, 
отсчитываемая от дна; (x ,t) – возмущение 
водной поверхности над невозмущенной 
глубиной бассейна h; u – усредненная по 
глубине горизонтальная скорость водного 
потока; g – ускорение силы тяжести. В дан-
ной работе система уравнений (1) решает-
ся численно с помощью программного па-
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кета CLAWPACK (www.amath.washington.
edu/~claw), использующего метод конечных 
объемов [12]. Глубина бассейна h постоян-
на и во всех расчетах выбрана равной 1 м. 
Граничные условия на границах расчетной 
области соответствуют свободному ухо-
ду волны через границу. Размер простран-
ственного шага – 0,5 м, временного – 2 с. 
Начальные условия соответствуют двум ри-
мановым волнам, двигающимся навстречу 
друг другу:

  (2)

где   

  (3)
В начальный момент времени уеди-

ненные волны расположены симметрично 
относительно начала координат на рассто-

янии 2,6 км друг от друга. Форма уединен-
ной волны выбрана гауссовой 

  (4)

Здесь А – амплитуды импульсов;  – их 
характерные длины; x0 характеризует рас-
стояние от начала координат до каждого из 
импульсов. В расчетах характерные длины 
импульсов (λ) выбраны одинаковыми и рав-
ными 0,9 км. В численных расчетах контро-
лировалось сохранение массы, и ошибка не 
превышала 10–6 %. 

Взаимодействие двух импульсов 
Рассмотрим теперь результаты расчетов 

с данными начальными условиями. Рис. 1 
иллюстрирует процесс взаимодействия двух 
уединенных волн амплитудой 0,1 м. В этом 
случае параметр нелинейности, определяе-
мый отношением амплитуды волны к глуби-
не бассейна, достаточно мал (0,1), и столкно-
вение волн произойдет до того, как начнут 
образовываться ударные фронты. 

Рис. 1. Взаимодействие двух уединенных волн с амплитудой 0,1 м (слабонелинейный случай)

В численном эксперименте максимум 
амплитуды при взаимодействии волн соста-
вил 0,2 м, что хорошо согласуется с линей-
ной теорией. Взаимодействие римановых 
волн одинаковой амплитуды исследовалось 
аналитически также в работе [5]

  (5)

где Aнач – амплитуда волны непосредствен-
но перед столкновением. В момент взаи-

модействия высота результирующей волны 
Hст оценивается в 0,2 м по формуле (5), что 
полностью соответствует результатам чис-
ленного эксперимента. Зависимость мак-
симального значения поля от времени де-
монстрирует рис. 2, из которого видно, что 
падение амплитуды, связанное с возникно-
вением скачка, началось только с момента 
времени Т ~ 1600 с. Этот факт еще раз под-
тверждает, что взаимодействие римановых 
волн происходило до образования ударных 
фронтов.
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Взаимодействие волн большей амплиту-
ды (А = 0,4 м) показано на рис. 3. Здесь волны 
успевают столкнуться также до того, как об-

разуются ударные фронты (6–7 мин). Макси-
мум смещения в момент взаимодействия со-
ставляет 0,87 м, что совпадает с оценкой (5). 

Рис. 2. Зависимость максимального значения толщины потока от времени (А0 = 0,1 м)

Рис. 3. Взаимодействие двух уединенных волн с амплитудой 0,4 м

Теперь рассмотрим случаи столкнове-
ния волн с ударными фронтами (рис. 4). 
Для этого увеличим амплитуду начальных 
импульсов до 0,9 м, а расстояние между 
ними – до 6,6 км. К моменту столкновения 
ударный фронт на каждой волне успевает 
сформироваться полностье, и высота волн 
начинает падать (рис. 5), так что амплиту-
ды обеих волн непосредственно перед вза-
имодействием равны 0,7 м, то есть на 0,2 м 
меньше, чем начальные значения.

Для теоретической оценки высоты 
«пика» при столкновении ударных волн 

воспользуемся законами сохранения массы 
и момента [1, 8, 10]:

 (6)

где с – скорость движения подходяще-
го бора; u – скорость потока за фронтом 
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ударной волны;  – скорость бора после 
взаимодействия; ξ0 – начальная высота 
возмущения, а ξr – искомая нами высота 
потока в момент взаимодействия. Эта си-
стема хорошо аппроксимирует случаи вза-
имодействия ударных волн относительно 
большой амплитуды (ξ0 ≥ 3h). В случае же 
бора малой амплитуды поток становится 
неустойчивым, и для его описания надо 
пользоваться теорией волнообразного бора 
[9]. Максимум толщины потока в момент 
взаимодействия составляет 2,6 м. Если вы-
честь невозмущенную глубину в 1 м, то 
получаем оценку высоты волны в момент 
столкновения 1,6 м. Высота необрушенной 
волны, вычисляемая по формуле (5) с та-

кими начальными условиями будет равна 
также 1,6 м, а высота бесконечного бора по 
формуле (6) – 1,60 м. Линейная же теория 
предсказывает 1,4 м. Различие с предсказа-
ниями нелинейной теории связано с «пере-
ходной» формой ударной волны, которая 
не может быть описана формой развитого 
бора. Так как ударный фронт был сфор-
мирован до взаимодействия импульсов, то 
и распределение максимума поля смещения 
будет иметь форму ассиметричного тре-
угольника. Видно, что обрушение волны, 
а соответственно и спад амплитуды, начало 
происходить в момент времени 200 с, тогда 
как столкновение волн произошло только 
спустя 590 с. 

Рис. 4. Взаимодействие двух уединенных волн с начальной амплитудой 0,9 м

Рис. 5. Зависимость максимальной величины толщины водного потока от времени (A0 = 0,9 м)
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Заключение

В работе исследованы случаи взаи-
модействия уединенных поверхностных 
гравитационных волн положительной по-
лярности на поверхности жидкости малой 
глубины. Рассчитаны максимумы смещения 
водной поверхности в момент взаимодей-
ствия ударных волн. При малых амплиту-
дах рассчитанные величины хорошо опи-
сываются результатами аналитической 
теории для взаимодействующих римановых 
волн. В случае обрушения из-за диссипации 
энергии на фронте ударных волн толщина 
потока становится меньшей, чем пред-
сказывается теорией для римановых волн 
и полностью развитого бора.

Представленные результаты науч-
но-исследовательской работы получены 
в рамках реализации ФЦП «Научные и на-
учно-педагогические кадры инновационной 
России» на 2009–2013 годы, а также при 
поддержке грантов МК1440.2012.5, РФФИ 
11-05-970006, SF0140007s11 и ETF8870.
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