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Введение

В настоящее время в различных странах по-
строено и функционирует около 30 ледовых бас-
сейнов, которые используют в своей деятельности 
различные теоретические и методические осно-
вы, а также различные модели лабораторного льда 
[1–4].

Значительный интерес к модельным испытани-
ям во всем мире вызван рядом объективных при-
чин. Прежде всего, лабораторные условия позво-
ляют проводить в относительно короткие сроки 
серийные модельные испытания в широком диа-
пазоне изменения формы и размерений будущих 
судов и инженерных сооружений. Кроме того, 
из-за сложности и многообразия задачи по оценке 

В настоящее время актуальными являются экспериментальные исследования ледовой ходкости судов в опыто-
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нерных сооружений в различных ледовых условиях, а также служат для создания теоретических методов опре-
деления ледового сопротивления и его составляющих. В статье описаны методы физического моделирования ле-
дового сопротивления судов. Рассмотрены два метода моделирования ледового сопротивления судов: модерниза-
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ния с модели на натуру с использованием полуэмпирических моделей сопротивления льда движению судна может 
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At present, experimental studies of the ice propulsion of vessels in experimental basin are relevant. Model tests are a universal 
way to assess the ice performance of ships and engineering structures in various ice conditions. Model tests  serve to create 
theoretical methods for determining the ice resistance and its components. Methods for physical modeling of  ice resistance 
of ships are described in the article. Two methods for modeling the ice resistance of ships: modernization of the theory of 
modeling in the direction of softening the requirements for the ice cover model and modeling in natural ice are considered. 
The method of recalculating ice resistance from the model to the full-scale ship  is justifi ed. The proposed alternative 
theory of ice resistance modeling is based on differential equilibrium equations and allows simplifying the requirements for 
laboratory ice. The method of recalculating ice resistance from a model to a full-scale ship  using semi-empirical models of 
ice resistance to ship movement can be used at the stage of designing icebreakers and ice-going ships.
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ледового сопротивления не представляется воз-
можным без специальных модельных испытаний 
создать надежный расчетный метод, учитываю-
щий в явном виде параметры судна и характери-
стики льда. При этом модельный эксперимент, на-
ряду с натурным, используется для определения 
различного рода коэффициентов, учитывающих 
ограниченность информации, а также предполо-
жения и допущения, сделанные при выводе ана-
литической зависимости. Таким образом, модель-
ные испытания в ледовом бассейне являются уни-
версальным способом оценки ледовых качеств су-
дов и инженерных сооружений в различных ледо-
вых условиях, а также служат для создания тео-
ретических методов определения ледового сопро-
тивления и его составляющих.

Пути развития методов
физического моделирования
ледового сопротивления судов

Центральной проблемой физического модели-
рования ледового сопротивления остается созда-
ние модели ледяного покрова.  

Классическая теория моделирования была 
предложена Ю.А. Шиманским, Л.М. Ногидом 
[1–6]. В ней на основе теории размерностей сфор-
мулированы требования к лабораторному льду: 

1. При выполнении равенств

(1)

соблюдаются условия геометрического и кинема-
тического подобия, а массовые силы удовлетворя-
ют критериям гравитационного подобия. Тогда ав-
томатически выполняется условие подобия Фруда, 
Струхаля и Эйлера.

2. Если, кроме равенств (1), выполняются до-
полнительные условия для натурного и моделиро-
ванного льда

(2)

то силы упругости также будут моделироваться 
по критериям гравитационного подобия, при этом 
удовлетворяются условия Коши.

3. Выполнение условий (1) и (2) приводит к со-
блюдению подобия геометрии ломки льда в пла-
не. Силы сухого трения льда о корпус и льда о лед 
моделируются по условию Фруда при выполнении 
условия fн = fм, а при удовлетворении условия

(3)

моделируются также и пластические свойства 
льда.

В (1)–(3) приняты следующие обозначения: 
Lн и Lм – характерные линейные размеры натурно-
го объекта и модели; λ – модуль геометрического 
подобия; vн и vм – характерные скорости натурно-
го объекта и модели; ρн и ρм – плотности натурно-
го и модельного льда; hн и hм – толщины натурно-
го и модельного льда; Eн и Eм – модули нормаль-
ной упругости натурного и модельного льда; σн и 
σм – пределы прочности натурного и модельного 
льда; μн и μм – коэффициенты Пуассона натурного 
и модельного льда; ηн и ηм – коэффициент вязко-
сти (внутреннее трение) для натурного и модель-
ного льда.

Лабораторный лед должен одновременно удо-
влетворять условиям (2) и (3), иметь характер раз-
рушения схожий с натурным льдом. Кроме того, 
методика приготовления лабораторного льда дол-
жна обеспечить возможность многократно вос-
производить лед заданной толщины и физико-
механических характеристик. 

Проведенные различными авторами исследо-
вания новых составов льда приобретают большое 
самостоятельное значение, т.к. вполне возможно, 
что результаты исследований, полученные в рам-
ках одного из подходов, могут успешно использо-
ваться при другом подходе или при возникнове-
нии новых идей в области теории модельного экс-
перимента в ледовом бассейне.

Однако, следует констатировать, что 80-ти 
летний путь развития в области моделирования 
ледового сопротивления, несмотря на существу-
ющий прогресс, не привел к созданию модели 
ледяного покрова отвечающей классической те-
ории моделирования (1), (2) и (3). То есть мно-
гообразие требований к модели льда не удает-
ся удовлетворить. Это осложняется и еще тем, 
что механическими характеристиками льда надо 
управлять (2), (3) в зависимости от масштаба мо-
дели судна λ.

В развитии моделирования ледового сопротив-
ления в настоящее время прослеживаются следу-
ющие тенденции:

– поиск материалов для модели льда наиболее 
полно удовлетворяющей классической теории мо-
делирования (1), (2) и (3);

– модернизация теории моделирования в сто-
рону смягчения требований к модели ледяного по-
крова;
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– совершенствования методов пересчета ледо-
вого сопротивления с модели на натуру.

Первый путь развития по поиску материалов 
для модели льда продолжается, и успехи на этом 
пути частично приведены в [3, 4].

В настоящей статье остановимся на второй и 
третьей тенденциях развития методов физическо-
го моделирования ледового сопротивления судов.

Модернизация теории моделирования
в сторону смягчения  требований

к модели ледяного покрова

Существует два подхода получения критери-
альных зависимостей для физического моделиро-
вания технических объектов:

– использование теории размерностей и по-
добия;

– использование уравнений равновесия приве-
денных к безразмерному виду.

Остановимся на втором подходе позволяющем 
модернизировать теорию моделирования в сторо-
ну смягчения требований к модели ледяного по-
крова.

Необходимым условием моделирования разру-
шения является геометрическое подобие картин 
разрушения льда в плане, при выполнении кото-
рого число и расположение точек контакта льда 
с корпусом при движении модели будет соответ-
ствовать натуре.

Подобие картин разрушения определяется по-
добием НДС ледяных пластин, для определе-
ния которого воспользуемся дифференциальным 
уравнением изгиба пластин, на упругом основа-
нии, приведенном к безразмерному виду

(4)

где  – безразмерный прогиб; L – характер-

ный линейный размер в плане;  – ци-

линдрическая жесткость ледяной пластины.
Из уравнения (4) следует, что НДС ледяного по-

крова для натуры и модели будет подобным если

(5)

Так как ρн = ρм и g = const выражение (5) можно 
преобразовать к виду

(6)

Таким образом, при соблюдении условия (6) 
будет обеспечено подобие картин разрушения 
льда в плане.

Исходя из закона сохранения энергии, напи-
шем уравнение энергетического баланса для неко-
торого отрезка пути l:

Аг = Ар + Ао + Ас, (7)

где Аг – работа силы тяги винтов на гаке 
Рг = Ре – Рв; Ар – энергия разрушения целого ледя-
ного покрова; Ао – энергия, затрачиваемая на пово-
рот, притапливание, раздвигание обломков и на их 
трение о корпус и друг о друга; Ас – дополнитель-
ные затраты энергии, связанные с наличием сне-
га; Ре, Рв – полезная тяга винтов и сопротивление 
воды соответственно.

Уравнение (7) учитывает, что единственным 
поставщиком энергии, затрачиваемой на преодо-
ление составляющих сопротивления, является ра-
бота тяги винтов. Поделив уравнение (7) на путь 
l, получим формулу для вычисления ледового со-
противления

(8)

Учитывая постоянный характер составляю-
щих, связанных с преодолением обломков льда, 
уравнение (8) перепишем в виде

(9)

Анализ условий моделирования будем вести 
последовательно для всех составляющих ледово-
го сопротивления.

Первое слагаемое представляет собой формулу 
для определения сопротивления, связанного с раз-
рушением ледяного покрова

(10)

В работе [3] показано, что общую формулу рас-
чета составляющей разрушения льда  можно запи-
сать в виде:

(11)

где  –энергия ломки ледяного покрова в i-той 
точке контакта с корпусом;  –энергия смятии 
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кромки ледяного покрова в i-той точке контакта; 

 – функция, характеризующая фор-

му корпуса в точке контакта; nx и nz – направляю-
щие косинусы внешней нормали к корпусу судна в 
точке контакта с ледяным покровом и продольной 
и вертикальной осями.

При получении теоретической зависимости 
(11) не использованы какие-либо предположения 
о геометрии разрушения льда в плане или о ве-
личине энергий ломки и локального разрушения 
льда. Поэтому формулу (11) можно понимать в ка-
честве определения для осредненной энергии раз-
рушения.

Модуль пересчета сопротивления разрушению 
может быть рассчитан с использованием (11):

(12)

Очевидно, что при геометрически подобной 
картине разрушения льда в плане

(13)

При дополнительных требованиях

(14)

 можно определить по формуле

(15)

Использованная в формуле (15) энергия лом-
ки ледяного покрова  зависит от механических 
свойств льда и геометрии ледяной пластины в 
зоне контакта с корпусом. Причем  есть наибо-
лее полная характеристика механических свойств 
ледяного покрова с точки зрения разрушения его 
ледоколом, охватывающая в интегральном виде 
все этапы разрушения ледяного покрова – от обра-
зования трещин до полного пролома. Применение 
этого критерия сглаживает некоторые неточности 
в моделировании отдельных этапов разрушения.

Следует отметить, что для определения мас-
штаба  нет необходимости знать значения  
для каждого вида конфигурации пластин в точ-
ке контакта. Требуется лишь знать отношение 

(масштаб) энергий ломки ледяного покрова нату-
ры и модели , который, очевидно, при подобной 
геометрии ломки зависит только от свойств льда. 
Поэтому при экспериментальном определении    
можно использовать испытания ледяных пластин 
различной конфигурации, например, бесконечных 
или полубесконечных.

Анализ моделирования составляющих преодо-
ления обломков Ro и сопротивления воды при со-
хранении геометрического подобия по толщине 
hн/hм = λ и размера обломков льда приводит к усло-
виям, когда Ro пересчитывается на натуру в соот-
ветствии с масштабом

(16)

а сопротивление воды в соответствии с классиче-
скими способами пересчета.

Нетрудно заметить, что условия (12) и (15) 
предъявляют к модели ледяного покрова более 
легкие требования, чем классическая теория мо-
делирования, а, следовательно, упрощается выбор 
материала для модели льда.

Отметим, что формула (15) не противоре-
чит строгой теории моделирования. Поэтому при 

 = λ3 выполняется условие  = λ3 и использова-
ние формул (12) и (15) позволяет расширить пои-
ски модели льда.

Моделирование в естественном льду

Сразу следует заметить, что естественный лед 
обладает повышенной прочностью, чем требует 
строгая теория моделирования, поэтому широкое 
распространение получило мнение о невозможно-
сти его использования в качестве модели ледяно-
го покрова [1, 5].

Идея использования натурального льда состо-
ит в попытке компенсации повышенной прочно-
сти меньшей толщиной.

Для определения масштаба пересчета толщины 
льда воспользуемся условием (6), тогда

(17)

Учитывая, что в естественном льду равенство 
μн = μм выполняется автоматически, получим вы-
ражение для масштаба пересчета толщины льда

(18)
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Таким образом, если толщина модели льда

(19)

то картина разрушения льда в плане будет подоб-
на, а, следовательно, одинаковыми будут число и 
расположение точек контакта ледокола со льдом.

Равенство коэффициентов трения корпуса о 
кромку льда для модели и натуры  обеспечивает-
ся соответствующим подбором покрытия модели. 
Постоянство отношения энергии локального раз-
рушения кромки к энергии ломки ледяного покро-
ва (14) для модели из натурального льда обеспе-
чить не удается. Однако, учитывая малую долю 
Ac в общем балансе сопротивления, этим фактом 
можно пренебречь. Хотя, строго говоря, это обсто-
ятельство может привести к появлению масштаб-
ного эффекта.

Зависимость энергии ломки пресноводного ле-
дяного покрова от толщины и механических ха-
рактеристик приведена ранее. Выражение для 
масштаба энергии ломки ледяного покрова име-
ет вид

(20)

Проведенные в бассейне измерения модуля де-
формации Е тонкого пресноводного льда и сопо-
ставления с натурными данными, указывают на 
его зависимость от толщины льда. Эту зависи-
мость в широком диапазоне можно аппроксими-
ровать формулой

(21)

где a – коэффициент пропорциональности.
Поэтому будем полагать, что масштаб λЕ при 

испытании в естественном льду равен

(22)

Модуль пересчета сил сопротивления разруше-
нию льда получим, подставляя в формулу (15) вы-
ражения для , λh и λЕ по формулам (19), (16) и 
(22)

(23)

Следовательно, составляющая сопротивления 
Rp, связанная с разрушением льда, пересчитывает-
ся на натуру по кубу линейного масштаба модели 
λ3 и естественным образом совпадает с модулем 

пересчета сил моделирующихся по критерию 
Фруда.

С использованием формул (14), (23), (17) и (21) 
можно показать, что, несмотря на несовпадение 
масштаба толщины λh с геометрическим модулем 
подобия λ, масштаб прогибов льда λw = λ.

Условия моделирования (18), (21) и (22), свя-
занные с сопротивлением обломков льда Ro, при 
испытаниях в естественном льду выполняются 
полностью за исключением равенства масшта-
ба толщины льда λhгеометрическому модулю по-
добия λ (17). Это приводит к занижению сил пла-
вучести льдин. Следовательно, строго говоря, со-
вместное моделирование сил разрушения и прео-
доления обломков льда невозможно.

Чтобы избежать масштабного эффекта, связан-
ного с несоответствием толщины льда в составля-
ющей Ro необходимо экспериментальное разделе-
ние составляющих сопротивления.

Для этого, кроме испытаний в сплошном льду, 
проводятся испытания в десятибалльном битом 
льду различной толщины. Затем определяются 
кривые сопротивления, связанные с разрушением 
льда  для всего набора толщин

(24)

Пересчет на натуру для составляющих Rp и Ro 
ведется раздельно. При пересчете Rp используют-
ся формулы

(25)

При пересчете составляющей обломков с помо-
щью интерполяции выбираются кривые с толщи-
нами льда hм = hн/λ, которые пересчитываются по 
формулам 

(26)

Сопротивление воды Rв может быть выделе-
но из Ro и пересчитано традиционными способа-
ми, используя испытания модели судна в чистой 
воде. Однако, как правило, необходимости в этом 
нет из-за его малости, а пересчет можно вести со-
вместно Ro по кубу масштаба:

(27)

При заданной суммарной тяге винтов ледокола 
Pe = f(v) кривая ледопроходимости v = f(h) опреде-
ляется совместным графическим решением урав-
нений
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R = f(v, h); Pe = f(v), R = Pe. (28)

Справедливость изложенного метода модели-
рования проверялась на моделях речных ледоко-
лов проекта Р-47 выполненных в масштабах 1:27, 
1:18, 1:13,5 и проекта 1105 в масштабе 1:50, мор-
ского ледокола R – класса в масштабе 1:40 и неко-
торых других [3].

Испытания показали удовлетворительную схо-
димость с натурными данными.

Пересчет сопротивления для широкого диапа-
зона масштабов моделей судов λ = 13,5–50, а так-
же для масштабной серии ледокола проекта Р-47 
не выявили, сколько нибудь заметного масштаб-
ного эффекта [3].

Отметим, что описанный метод моделирова-
ния не противопоставляется более строгому ме-
тоду, основанному на подборе материала модели 
льда. Однако, он позволяет расширить объемы мо-
дельных исследований, используя для них откры-
тые бассейны и естественные водоемы, а также 
производить испытания крупномасштабных и по-
лунатурных моделей.

Зависимостями (27) можно воспользоваться 
для расчетов ледовой ходкости в сплошном льду с 
использованием прототипа. Если у прототипа из-
вестны кривые сопротивления в зависимости от 
скорости движения для разных толщин льда, то 
пересчет сопротивления осуществляется анало-
гично упрощенному пересчету модельных испы-
таний. Корпуса ледоколов различных проектов ге-
ометрически не подобны, поэтому под масштабом 
следует понимать отношение ширины ледоколов 
λ = B/Bпр, где B – ширина судна; Bпр – ширина суд-
на – прототипа. Использование ширины корпуса 
в качестве характерного линейного размера обу-
словлено тем, что она наиболее существенно вли-
яет на сопротивление ледокола, а постоянное от-
ношение ширины к характерной длине изгиба ле-
дяной пластины обеспечивает подобную картину 
разрушения ледяного покрова в плане (рядность 
ломки льда).

Совершенствование методов
пересчета ледового сопротивления

с модели на натуру

Полное физическое подобие при моделиро-
вании ледового сопротивления неосуществи-
мо [3, 4]. Это касается не только невозможно-
сти одновременного моделирования по Фруду 
и Рейнольдсу, которое преодолимо за счет мас-
штаба модели с использование гипотезы Фруда. 

Главным препятствием является, обсужденное 
ранее, отсутствие адекватной физической моде-
ли ледяного покрова, удовлетворяющей классиче-
ской теории моделирования. При частичном моде-
лировании необходимо организовать корректный 
пересчет результатов испытания модели на нату-
ру. Существуют различные подходы к такому пе-
ресчету: использование «эталонной модели» ледо-
кола [1]; корректировка прочности лабораторного 
льда [4]; другие искусственные приемы. Метод 
пересчета сопротивления разрушения с исполь-
зованием уравнения равновесия показан в насто-
ящей работе ранее. 

По мнению авторов наиболее оправданным и 
универсальным методом пересчета является ме-
тод, основанный на использовании полуэмпири-
ческих моделей ледового сопротивления. Суть его 
состоит в следующем.

Полное ледовое сопротивление складывается 
из составляющих, описывающих разные физиче-
ские процессы, например, разрушение льда, со-
противление обломков, сопротивление снега, со-
путствующее трение и других. Степень детализа-
ции составляющих ледового сопротивления зави-
сит от выбранной полуэмпирической модели.

Полное сопротивление при движении судна в 
сплошном льду представим в виде:

(29)

где rj – комбинация определяющих ледовое сопро-
тивление факторов, связанная с некоторым физи-
ческим процессом, имеющая размерность силы; 
kj – искомый эмпирический коэффициент.

Уравнение вида (29) линейное относитель-
но коэффициентов называют уравнением множе-
ственной линейной регрессии.

Наиболее полные полуэмпирические методы 
расчета ледового сопротивления предложены в 
работах Ю.А. Шиманского [6, 7], В.И. Каштеляна 
[1], Levis’а, Edvards’а [8], Enkvist’а [9], В.А. Зуева 
[2], Б.П. Ионова [3], Е.М. Грамузова [3].

Отметим, что достоверность определения на-
турного сопротивления зависит от количества и 
качества экспериментальных данных, а также обо-
снованного выбора полуэмпирической модели.

В модельном эксперименте следует измерять 
все физико-механические характеристики при-
сутствующие в выбранной полуэмпирической мо-
дели. 

В предлагаемом методе пересчета ледового со-
противления постулируется равенство коэффици-
ентов kj модели и натуры.
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Заключение

Несмотря на успехи развития теории и практи-
ки моделирования ледового сопротивления судов, 
достигнутые за 80 лет в данной области, остают-
ся нерешенные проблемы, снижающие эффектив-
ность модельного эксперимента: создание модели 
ледяного покрова; совершенствование технологии 
моделирования; развитие теории моделирования 
упрощающей требования к лабораторному льду;  
обоснование метода пересчета ледового сопро-
тивления с модели на натуру. Предложенная аль-
тернативная теория моделирования ледового со-
противления, основанная на дифференциальных 
уравнениях равновесия, позволяет упростить тре-
бования к лабораторному льду. Метод пересчета 
ледового сопротивления с модели на натуру с ис-
пользованием полуэмпирических моделей сопро-
тивления льда движению судна может быть ис-
пользован на этапе проектировании ледоколов и 
судов ледового плавания. 

Представленные результаты получены по про-
екту РНФ № 22-19-00376 «Экспериментально-
теоретическое исследование полуэмпирических 
моделей взаимодействия судов со льдом».
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